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Chapitre 01 : 

I Rappel de mathematiques 

1-1 Equation du l ier degres a deux inconnues 


-< 


y = -x+2 

y = - 4 

y = —2x + 20 


pour 0 < x < 6 
pour 6 < x < 8 
pour 8 < X < 14 



1-2 Equation du Second degre a deux inconnues 




2 



3 2 


+ 17.86x-44.58 


pour 0 < X < 3 

pour 3 < X < 9 


;y = 0 2;t _ 2.5x +0.96 pour 9<x<12 

v. 
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• Recherche des points ou la fonction v=f(x)-0 

-1.5 j^ 2 +17.86.x-44.58 = 0 

A = ( 17 . 86) 2 - 4(-1.5)(- 44.58) = 51.5 
Va = a/5L5 =7.18 


-17.86-7.18 
Xl_ 2(-1.5) 

_ -17.86 + 7.18 
X2_ 2(—1.5) 


8.35 

3.56 


• Recherche du point ou la fonction v=f(x) est maxi 

y=f(x) est maxi pour un point d’abscisse x telle que la derivee de y=f(x) en 
ce point est nulle 

dy = df{x)_ = _ h5x2x + 17.86 = -3x +17.86 
clx dx 

- 3x +17.86 = 0=>x= ~ 17 ' 86 = 5.95 

-3 

Pour x=5.95 

■y max =/(5.95) = -1.5 ( 5 . 95) 2 +17.86(5.95)-44.58 = 8.58 

1-3 Calcul d’integrale 



1-4 Equation differentielle 


2 J 


b(}i + ]£ 

3^8 8 J 


bji 

12 


ft 


y 


= tA = -2x+^-5 

d x 


/ = ? = I( -2 ^ 2 + % x ~ 5 ) dx = - 2 j L+, ^y- 5x + C\ 


dy 

dx 

dy 




5x+ 




Ci 


_ — 2 v 8 r 

dx =-— + _x_ 


'X 




12 


+ Ci^ + C 2 


Les constantes Ci et C 2 sont determines a partir des conditions aux limites : 
Par exemple : - pour x=0 on a y=0 (1) 

- pour x=l y est maximum done y’=0 (2) 
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Condition (1) 

Condition (2) 


C 2 =0 


-2 8 _ 

-1-5 + Q 

3 2 Cl 


= 0 => Ci = 


5 

3 


4 A 3 

V _-X 4 X 

5x + 5 

y - 6 3 

2 3 


1-5 trigonometrique 



Cos (a + 0) = cosa .cosO — sina .sin0 
Sin (a + 0) = cosa .sinO + sina .cosQ 
Cos (20) = cos 2 © - sin 2 0 
Sin (20) = 2cos0.sinO 
cos 2 0 + sin 2 0 =1 

cos 2 0— ( 1/2)*(l + Cos (20)) 
sin 2 0= (1/2)*(1 — Cos (20)) 

Changement de repere 

Rl(o,x,y) R2(o,x’,y’) 



x = x’. cosa 




y’. sin a 
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y = x\ sina + y’. cos ex 


II- Rappel de statique 

II-1 notions de vecteur 


Le vecteur est caracterise par : 

la direction (ligne d’action) (A) 
le sens ( de A vers B ) 
le point d’application (le point A ) 
1’intensity (ou module) 

A 




Deux vecteurs sont dits coplanaires s’ils agissent dans le meme plan. 
De plus si leurs lignes d’action passent par le meme point on dit qu’ils 
sont concourants 

On peut remplacer les vecteurs concourants par un seul vecteur 
resultant 

• Expression du produit vectoriel 





II-2 elements de reduction 

L’ensemble des forces auxquelles est soumise un solide peut etre remplace par 
le torseur defini comme suit: 

• 6. est la somme geometrique des forces Fi (resultante) 
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est le moment resultant de toutes les forces Fi de point 


d’application Ai par rapport au point O du solide 


- Calcul du moment 


Soit F une force appliquee en A .Le moment de F par rapport a 
O note Mf/o est le produit vecteur de la force F et du 


-► 

Vecteur OA 


m f/0 = OAAF 



r 

X A 


fPx Y 

> Dans l’espace OA 

YA 

F 

Fy 


A a 9 


Lf z J 



> 


Cas particular : dans le plan 


M 


Fl/O 



Le sens de rotation des deux forces par rapport au point O est oppose Avec le sens 
conventionnel choisi 



On peut ecrire 

Mfi/o = ■ F\ x d i 

m F2 /o =+ Fi x di 
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Remarque : 

La distance di etant la distance perpendiculaire a la droite d’action de la 
force Fi separant celle-ci et le point O oil on veut determiner le moment 

II-3 Principe fondamental de la statique(P.F.S) 


Pour qu’un solide soit en equilibre, il faut et il suffit que ses elements de 
reduction forme un torseur nul 


aD= Ttn; d) 


£sf/F=d 

1=1 


equilibre de translation 


■^l(OA) i AF=o 


equilibrede rotation 


III-4 LeS appilis I_Lcs types de liaisons usuelles en Genie Civil: 


4-1. L ’appiii simple : 

L’appui simple est une liaison qui supprime le deplacement relatif suivant une direction 
entre les solides en contact. 

a_Symbo!e : R A 


A 


WTym 


£_Exemple : Poutre reposant sur un corbeau solidaire d’un poteau par 1’intermediate 
d’un appui neoprene ( le neoprene assurant la possibilite de deplacement horizontal et de 
rotation autour du centre O de la liaison ). 
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Le seul effort transmissible dans cette liaison est une force portee par y. Done, lorsqu’on 
isolera la poutre par exemple, afin d’etudier son equilibre, il faudra remplacer cette liaison par 
une « reaction de liaison » inconnue qui sera une force R appliquee en O et dont la direction 
sera celle de l’axe Oy (perpendiculaire a la direction suivant laquelle l’appui peut se deplacer) 
Dans le cas de 1’exemple precedent , le torseur des efforts transmissibles dans la liaison 
s’ecrit: 




S’ 

f 0 


r ° 


\ R < 

Ry 

M < 

0 

► 

V- 

. o 


.0 

J 


Note : On supposera toujours que la liaison est « bilaterale », c’est-a-dire que le contact 
sera toujours maintenu, me me en cas de soulevement de la poutre. 


4-2. L ’articulation 


L’articulation est une liaison qui supprime tout deplacement dans le plan du systeme. Par 
contre, elle autorise la rotation entre les deux solides en liaison. 

a_Symbo!e : 



b_Exemp!e : poteau metallique articule en pied sur un massif en beton : 


* 



Les efforts transmissibles dans cette liaison sont des forces portee par x et y . 
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Par consequent, le torseur des efforts transmissibles dans la liaison s’ecrit: 



r Rx 


r 0 


< R < 

Ry 

M . 

0 

► 


. o 


.0 



4-4. L 'encastrement : 

L’encastrement est une liaison qui supprime tout deplacement entre les solides en liaison . 

a_Symbo!e: 


Rv 


i 



b_Exemp!e : 



Armatures d’ancrage 


Massif de fondation 


III-5 Applications 

5-1 Principe de Taction et reaction 

Une bille est en equilibre sur le sol. Elle est soumise a son poids propre 
P applique en G et la reaction du sol sur elle appliquee en A 
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« Solide en equilibre sous l’action de deux forces. Ces dernieres sont 
directement opposees: meme intensite - meme direction et sens oppose » 




5-2 Solide soumis a I’action de trois forces 



Labille est soumise a trois forces: 

- Une force a distance ; son poids propre P applique en G 

- Une force de contact F appliquee en B 

- La reaction R 2n appliquee en A 
La bille est en equilibre 


P.F. S 


R = P + F + B =o 

iV2/l 


( 1 ) 


M / A = AG a P + AB a F + AA A ft , - 0 ( 2 ) 


1. Condition (1) 

projetons I’equation sur les axes 

- sur I’axe ox: -R .sina +F .cos a =0 (1’) 
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- sur I’axe oy : -P +R .cosa + F. sin a = 0 (2’) 




F cosa 
Fsina 


R 


2/1 


-/?sina 
v /?cosa j 


(1’) F = R. tg a 

(2’) -P + R . cos a + R .tg a . sin a =0 


(cos a) (sincn 

P + RA - + + RA - L = 0 

cosa cosa 


-P + R. 


(cos a )+(sin a 

cosa 

v J 


= 0 


P+R. - =0 —^ R = Pcosa 

cosa 


(i’) 

F = Ps\na 


1. condition (2) 

AG a P = M p/a = P .r. sin a 

AB A F = M F /a = - F.r. 

or F = P. sin a done regulation ( 2) est verifiee 


Les trois forces aux quelles est soumise un solide 
en equilibre sont: 

- coplanaires 

- concourantes ou paralleles dans ce plan 

» 


5-3 Calculer les reactions d’appui de la poutre montee ci-apres : 
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Solution : 

On montre sur la figure suivante les composantes suivant x et y des reactions 
d’appui en A et B, les intensity de la force F 2 et les composantes de la force Fi. 


On a : 



CM 

LO 

II 

X 

LL 


60 kN 

Ra x 

A 

,F y = 62 

B 


k 


> 


Ra v 

Fig. la 



SF X 

= R a x - Fi.cos a = 0 

(1) 

-< X Fy 

= R y a + R B y- F-\.s\r\ a - F 2 =0 

(2) 

X M/a 

= -10. R B y + 3. Ft .sin a + 6. F 2 =0 

(3) 


de ces trois equations, on trouve que : 

R Y a = 60.4 kN R b y = 51.6 kN R X A = 62 kN 


Note : les resultats etant positives, le sens choisi pour les reactions est bon . 
5-4 Calculer les reactions d’appui de I’arc a trois articulations monte ci-apres 



F=80 kN, L = 40m , h = 20m 


Fig-1 
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Solution : 

On considere ies composantes horizontales et verticales R A X , R B X , R A y et R B y des 
reactions d’appui en A et en B. Comme on le constate, on a quatre inconnues et 
seulement trois equations d’equilibre statique. Cependant la geometrie de I’arc a trois 
articulations permet d’ecrire une equation supplemental et ainsi de resoudre le 
probleme. Done, un arc a trois articulations est une structure isostatique. 

A I’articulation C, en considerant I’equilibre du trongon de gauche, on a : 

Z Me = 20 R A y - 20 R A X - (80 .10 ) = 0 
A I’articulation B, en considerant I’equilibre de la structure, on a : 

Z M b = 40 R A y - ( 80.30 ) = 0 



de ces deux equations, on trouve que : 

Et 


R A y = 2400/40 =60 kN 
R a x = 400/20 =20 kN 


On a 


Z Fx = R a x - R b x = 0 


d’ou 

Et 

d’ou 


r b x =R a x = 20 kN 


Z Fy = R A y + R B y - 80 = 0 


R B y = 20 kN 
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5-5 La structure a trois articulations, representee ci-apres, est soumise 
aux charges indiquees sur cette figure. Determiner les reactions aux 
appuis A et E. Les charges montrees sur la figure sont des charges 
perpendiculaires aux trongons ABC et CDE de la structure et elles sont 
uniformement reparties : 



Solution : 

Pour faciliter les reactions le calcul des reactions aux appuis A et E, on peut 
remplacer les charges montrees sur la figure 3.a par leurs resultantes (voir figure 
3.b) 

La longueur du trongon ABC est egal a : 

BC = CD=a/ 8 2 +10 2 = 12.8 m 
II fait avec I’horizontale un angle (3 donne par: 

tang (3 = 8/10 = 0.8 
d’ou (3 = 38.66° 
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Sur la partie AB du trongon ABC, la resultante Qi est egale a : 

Qi = 6 x 10 = 60 kN 

Sur la partie BC, la resultante Q2 est egale a : 

Q 2 = 12,8 x 12 = 153,6 kN 

Les composantes verticale et horizontale de Q2 sont egales a 

Q 2 v = Q 2 .cos p = 153,6 x 0.781 = 120 kN 
Q 2 h = Q 2 .sin p = 153,6 x 0.625 = 96 kN 
Sur la partie CD du trongon CDE, la resultante Q3 est egale a 

Q 3 = 12,8x15 = 192 kN 

Les composantes verticale et horizontale de Q3 sont egales a 

Q 3 v = Q3 cosp = 192 x 0,781 = 150 kN 
Q 3 h = Q3 sinp = 192 x 0.625 = 150 kN 
Enfin, sur la partie DE, la resultante Q4 est egale a 

Q 4 = 6 x 15 = 90 kN 


- determination des reactions aux appuis A et E : 
on a 


Z Me = 10. R a y - 14. R A X + (60 x 11 ) + ( 96 x 4) + (120 x 5) = 0 

Z M e = 20.R a y + (120 x 15 ) - [(60 +90 ) x 3 ] - [(96 + 120 ) x 10 ] - 

(150x5 ) = 0 


de cette derniere equation, on trouve que 
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R\ = 78 kN 

Et en remplagant la valeur de R A Y dans I’equation donnant X Me, on trouve que 

R A x = 731,1 kN 


De I’equation, on a 

XF x = - R a x -R e x + 60 +96 +120 +90 = 0 


d’ou 


R e x = 192,9 kN 

On a aussi 

XF y = R A y -R E y + 120 - 150 = 0 


d’ou 

R E y = 48 kN 

Les resultats etant positives, les sens donnes aux composantes des reactions en 
A et en E sont exacts. On verifie les resultats en prenant les moments a 
I’articulation C en commengant par I’appui E. 

X Me = ( 192,9 x 14 ) - ( 48 x 10 ) - (90 x 11) - (120 x 4) - ( 150 x 5 ) = 0 
2700 - 480 - 990 - 480 -750 = 0 

Commentaire : le remplacement des charges uniformement reparties par ieurs 
resultantes doit etre considere uniquement pour le calcul des reactions aux 
appuis. Pour le calcul des efforts internes comme les moments flechissants, les 
efforts tranchants et les efforts normaux aux differentes sections de la structure, 
on doit utiliser les charges uniformement reparties. Dans le cas contraire, les 
resultats des calculs sont inexacts. 


III-6 EXERCICES 

Determiner les valeurs des composantes horizontales et verticales des reactions 
d’appui des structures montrees ci-apres. 
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Exercice 6.1 



B 


Exercice 6.2 


32 kN.m 20 kN 20 kN 


A 


▲ 



BA 


<■ 


3.00 3.00 2.00 2.00 


■> 



4.00 

6.00 




Exercice 6.4 


4.00 

\f 



30 kN 


A 


6.00 


V 
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Chapitre 02 Theories elementaires de la ROM 


Contraintes-sollicitations 


1) Definitions: 

La resistance des materiaux a pour objet I’etude de I’equilibre externe et interne 
des solides constituents les constructions. 

Cette etude necessite, d’une part la verification de I’equilibre statique, d’autre part la 
recherche des valeurs des contraintes et des deformations subies par un corps 
donne, soumis a un systeme de forces exterieures ; parmi ces forces sont comptees 
les charges permanentes ( comprenant en particulier, le poids propre du corps), les 
charges variables dans le temps et les reactions d’appui necessaires a I’equilibre du 
corps. 

2) Hypotheses et principes de base de la RDM : 

1) les deformations du corps sont supposees tres petites et sans influence 
sur I’intensite et la direction des forces appliquees, et sur les conditions 
d’equilibre du corps ( sauf notamment dans I’etude des corps sur appuis 
elastique et dans I’etude du flambement) ; 

2) entre deux sections voisines d’une piece prismatique, les variations de 
forme et d’etendue de section sont supposees etre tres progressives ; 

3) la section droite ( perpendiculaire a la fibre moyenne ) d’une piece 
prismatique reste plane apres I’application des forces sur la piece ; c’est 
I’hypothese de Navier-Bernoulli ; 

4) dans le domaine de I’elasticite de la matiere, les deformations sont 
proportionnelles aux contraintes ; c’est La loi de Hooke ; 

5) la generalisation de la loi de Hooke conduit au principe de superposition 
des effets des forces, selon lequel I’effet produit par un ensemble de forces 
est egal a la somme des effets produits par chaque force consideree 
isolement. 
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6) Homogeneite et isotropie : les materiaux etudies en RDM doivent etre 
homogenes et isotropes (meme caractere physique et mecanique en tout 
point) 

Exemple : - Acier: homogene et isotrope 
- Bois : anisotrope 


3) Etude de la notion de contraintes: 


Le but de ce paragraphe est de mettre en place la notion de contraintes autour 
d’un point, dans le cas le plus general ou Ton va isoler un element de volume au 
sein d’un solide ; nous mentionnerons aussi les proprietes essentielles liees a la 
representation de I’etat de contraintes. 

3-1) Mise en place du vecteur-contrainte : 

il nous taut pour cela etudier tout d’abord I’equilibre d’un solide isole : 
considerons le domaine suivant, designe par (D) isole au sein du volume de 
la structure a etudier. 

Decoupons par la pensee (D) en deux domaines (1) et (2), et traduisons par 
exemple I’equilibre du domaine (1). Ce domaine est en equilibre, sous Taction : 

- des forces exterieures appliquees a (1) ; 

- des forces exercees par (2) sur (1) au travers de coupure que Ton a faite. 


(®) 



Le domaine (2) exerce sur (1) au travers de I’element de surface ds des forces 
admettant pour resultante dF, et pour moment resultant dc ( on neglige ce couple, 
du second ordre par rapport a dF ). 

On appelle vecteur-contrainte au point P, relativement au plan oriente par la 
normale n le vecteur: 

T ( p,n) = lim (dF/ ds ) 
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ds ^l 


Remarque : On s’interesse au domaine ( 1 ) , dont on etudie I’equilibre. II est 
important de noter que relativement au milieu etudie, n designe toujours la 
normale orientee vers I’exterieur: 



propriety de T(p,n) : on peut aussi etudier I’equilibre de la region (2). La normale 
exterieure est alors n’ = -n .En appliquant le theoreme des actions reciproques, 
on obtient: 

T (P, -n ) = ^ ( P , n ) 

3-2) Expression du vecteur-contrainte : 

On reprend I’ecriture du vecteur T <p, n ) , et on va I’ecrire en projection : 

- sur le plan de I’element d’aire ds ; 

- sur I’axe n : 



On a : a = T ( p, 7T) . n 


Et 


T (P, n ) = a .n + t 


Avec 


a : designe la contrainte normale ; 
t : designe la contrainte tangentielle. 
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4 ) Solicitation dans une section (efforts internes ): 

4-1) Notion de coupure : 

Le but de ce paragraphe, determiner quels sont les efforts qui se developpent 
a I’interieur de la matiere. Pour cela, considerons une poutre droite en equilibre 
soumise a des efforts exterieurs quelconques Fi et a des reactions de liaison 
quelconque Rj. 



Fi 



Ri 


Et effectuons par la pensee une coupure fictive a I’abscisse x que nous noterons Z( X ) 
. Isolons a present le trongon (1) situee a gauche de la section fictive Z( X ) .Isolons a 
present le trongon (1) situe a gauche de la section fictive Z( X ) ■ 

Le trongon est en equilibre sous Taction : 

- des forces exterieures qui lui sont appliquees ; 

- des eventuelles actions de liaison ; 

- des forces que le trongon de droite (2) exerce sur (1). ( ces forces se 
developpent a I’interieure de la matiere ). 

Nous pouvons exprimer ces « forces interieures » sous la forme d’un torseur, ecrit 
au centre de gravite de la section Z( X >- Nous adopterons done la representation 
suivante : 
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4-2) Definition des solicitations : 


Par definition, on appellera « sollicitation » les projections sur les axes X,Y,Z des 
vecteurs 5R (X ) et M M soit: 


%) 


N(x) : effort normal ; 

V y (x) : effort tranchant suivant y ; 
V z (x) : effort tranchant suivant z ; 


M ( X ) « 

V. 


Mt(x) : moment de torsion ; 

My(x) : moment flechissant portee par y ; 
M z (x) : moment flechissant portee par z ; 


Dans la suite, nous considererons essentiellement des problemes plans, les efforts 
exterieurs etant situes dans le plan ( o,x ,y). Dans ces conditions, les seules 
composantes non nulles du torseur des sollicitations sont: 

- I’effort normal N(x) ; 

- I’effort tranchant suivant y, que nous noterons V(x) ; 

- le moment flechissant suivant z , que nous noterons M(x). 
et nous adopterons la representation suivante : 

a) cas du trongon gauche: 
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Ya 



■» 

X 


Y A 







N ( x) 


Convention : a ce stade du calcul, les sollicitations N,V et M sont inconnues ; c’est 
pourquoi nous les representons par convention par un vecteur oriente dans le sens 
positif des axes . 

Cela nous conduit a definir un sens positif pour les couples et le moment flechissant 
portes par z. Nous conviendrons que ce sens positif est le sens trigonometrique 
direct: 

a) cas du trongon droite: 

II peut etre plus facile d’appliquer le principe fondamental au trongon de droite. 
D’apres les conventions que nous avons adoptees et en vertu du theoreme des 
actions reciproques, nous representerons le systeme a etudier de la fagon suivante : 



Connaissant les sollicitations dans une section quelconque , il suffit alors de faire 
varier x le long de la poutre pour connaitre les sollicitations dans toutes les sections. 
On obtient alors des diagrammes des sollicitations N,V et M en fonction de x. 

4-3) Equations d’equilibre-trace des diagrammes: 

La finalite de la theorie des poutres est de connaitre le comportement des particules 
dans toute section d’une poutre. 

Pour etudier la structure on procede comme suit : 
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- faire la representation mecanique de la structure sans oublier de mettre les 
actions et les reactions (suivant le type d’appui) ; 

- appliquer le PFS pour determiner les reactions d’appuis ; 

- faire la coupure pour chaque intervalle ( on appelle intervalle, la zone dans 
laquelle on a le meme chargement), et ecrire le torseur a gauche ou a droite 
des sollicitations. 

- tracer les diagrammes des sollicitations en fonction des equations deja 
trouvees. 

4-4) Exemple : sollicitation d’une poutre 

Soit le cas d’une poutre soumise a une charge verticale uniformement repartie : 



Ra 


a q 

,Rb 

t 

V \J/- v v 

\f V' N f \ t \t \f \t \ 

L 

X 

E oA B 

/ ' 

L 

' 

/ 7 


- Sur une section droite de la poutre, la charge produit un effort tranchant V et 
un moment flechissant M. 

- On peut mettre en evidence ces efforts interieurs en faisant une coupe a la 
distance x de I’appui gauche A de la poutre et en isolant les deux trongons AE 
et EB crees par cette coupe. 



On considere I’origine des axes de coordonnees a I’appui gauche A. On fait alors 
une coupe a la distance x de A et Ton considere le trongon de la poutre a gauche de 
la coupe, ou Ton a mis en evidence I’effort tranchant V et le moment flechissant M. 
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Commentaire : Sur cette meme figure, on montre I’effort tranchant V et le moment 
flechissant M inconnus suivant le sens positif, comme il a deja ete defini pour les 
efforts entre les extremites d’une poutre. Les resultats des calculs qui suivent 
determineront le sens exact de ces efforts interieurs. On utilisera le meme principe 
dans les autres exemples. Pour determiner les efforts interieurs M,V et N, on ecrira 
I’equation d’equilibre des forces agissant sur le trongon a gauche ou a droite de la 
coupe. On choisira le trongon ou les equations d’equilibre sont plus simples a ecrire. 

• Calcul des reactions : 

De I’equation de la statique EM B = 0, on a : 


-R a .L + q.L 2 /2 =0 
D’ou 


R A = q.L/2 = R B (a cause de la symetrie ) 

• Determination du diaqramme des efforts tranchants : 

L’effort tranchant V est determine en ecrivant I’equation d’equilibre statique de 
toutes les forces verticales agissant sur le trongon. De I’equation ZFy = 0, on 
a : 


RA - q.x +V = 0 

D’ou, pour 0 < x < L, en remplagant RA par sa valeur, on trouve : 

V =-RA + q.x = - q.L/2 + q.x (1) 

De I’equation (1), on voit que les valeurs de I’effort tranchant varient le long de 


I’axe de la poutre. Pour x = 0, 
Pour x = L/4, 
Pour x = L/2, 
Pour x = 3L/4, 
Pour x = L, 


V= - q.L/2 
V= - q.L/4 
V=0 
V= q.L/4 
V= q.L/2 

Avec ces valeurs, on peut tracer le diagramme des efforts tranchants. Dans le 
cas de cette poutre, la variation de I’effort tranchant est lineaire et I’effort 
tranchant maximal se trouve aux appuis. Conformement a la convention de 
signe, il est negatif dans la moitie gauche de la poutre et positif dans la moitie 
droite. 

Determination du diaqramme des moments flechissant : 
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Le moment flechissant M en une section x de la poutre est determine en ecrivant 
I’equation d’equilibre statique des moments de toutes les forces agissants sur le 
trongon a gauche de la section x. On doit avoir : 

SMx = 0 



-R a .x + q.x 2 /2 + M =0 
D’ou, pour 0 < x < L, 

M = R a .x - q.x 2 /2 = qL.x/2 - q.x 2 /2 (2) 

De I’equation (2), on voit que les valeurs du moment flechissant varient le long 
de I’axe de la poutre. 

Pour x = 0 , M = 0 

Pour x = L/4 , M = 3qL 2 /32 

Pour x = L/2 , M = qL 2 /8 

Pour x = 3L/4 , M = 3qL 2 /32 

Pour x = L , M = 0 

Avec ces valeurs, on peut tracer le diagramme des moments flechissant. Le 
moment flechissant est positif et varie d’une fagon parabolique. II est maximal 
au milieu de la poutre ou I’effort tranchant est egal a zero. 




Commentaires : 
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- La convention de signe dont on s’est servi pour ecrire les equations d’equilibre 
est celle qui est utilisee en statique ; 

- Pour I’exemple precedant , on a determine les valeurs de I’effort tranchant et 
du moment flechissant en plusieurs points, puis on a trace les diagrammes 
des efforts tranchants et des moments flechissants ; 

- Par convention, le diagramme des efforts tranchants est trace au-dessus ou 
au-dessous de I’axe de la poutre suivant que I’effort tranchant est positif ou 
negatif. De meme, le diagramme des moments flechissants est trace du cote 
des fibres tendues. Dans cet exemple, il est trace en dessous de I’axe de la 
poutre, car le moment flechissant entre les appuis est positif done, les fibres 
inferieures sont tendues 



4-4) Relation entre effort tranchant et moment flechissant: 

Considerons une poutre soumise a une charge repartie q(x) et isolons a I’interieur de 
cette poutre un trongon de longueur « dx ». 



4 


dx 


Ecrivons I’equilibre statique de ce trongon en projetant sur les axes les equations 
vectorielles du principe fondamental de la statique : 

Projection sur x : N(x+dx) - N(x) =0 (1) 

Projection sur y : V(x+dx) - V(x) -q(x).dx = 0 (2) 

Projection sur z : M(x+dx) - M(x) +q(x).dx 2 /2 + V(x).dx = 0 (3) 
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( les moments sont exprimes par rapport a G x+ dx , centre de gravite de la section 
situee a I’abscisse x+dx ). 

Par definition de la derivee ( voir cours de mathematiques) on peut ecrire : 


V(x+dx) - V(x) = d d x ' dx 


L’equation (2),fournit done la relation : 


dV/dx= q(x) 


(4) 


Transformons I’equation (3) en remarquant que (dx) 2 /2 est negligeable devant les 
autres termes (infiniment petit du second ordre). 

II vient: 


dM/dx = -V(x) (5) 


En rassemblant les deux equations (4) et (5) il vient : 

( 6 ) 


d 2 M/dx 2 = - q(x) 


Commentaires: 

Ces trois relations permettent: 

- soit de determiner V et M dans un trongon de poutre soumis a une charge 
repartie ; 

- soit de verifier I’exactitude d’un trace de diagrammes des sollicitations ; 

- soit de determiner la section la plus sollicitee en flexion ( la section ou I’effort 
tranchant est egal a zero). 


4-5) Applications : 

1) On donne la poutre simplement appuyee qui supporte les charges montrees 
sur la figure 1. determiner les reactions de la poutre et les diagrammes des 
efforts tranchants et des moments flechissant le long de I’axe de la poutre. 
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A 


y 


Solution : 


£ 


Ql= 20 kN . 

q= 20 kN/m 


B 


Ra 


A 

A 

Rr 


, 3 m 

[ L=10 m 


/ 7 


A - Calcul des reactions : 

On calcule R A en prenant 

Z M b = 0 


-R a .L + Qi.(L-3) + q.L 2 /2 = 0 


D’ou 


R A .L = Q 1 .(L-3) + q.L 2 /2 (1) 

Dans I’equation (1), en remplagant L,q et Qt par leurs valeurs, on a 

10.R A = 20.(10-3) + ( 20*10*5) = 1140 
R a = 1140/10 = 114 kN 


De I’equation I Fy = 0, on a 

Ra +Rb — 220 = 0 


D’ou 


R b = 220 -114 = 106 kN 

B - Determination du diagramme des efforts tranchants : 

de I’equation IFy = 0, on a, pour 0 < x < 3m, 

R A - qx + V(x) = 0 

D’ou V(x) = - R A + qx =-114 + 20.x 

Pour 3<x<10, R a -Q 1 - q.x + V(x) =0 

V(x) = -R a + Q1 + q.x = -114 +20 +20.X 
De I’equation ci-dessus, pour x = (114 - 20 )/20 = 4.7m, V(4.7) = 0 
Pour x = 0, V = -114 kN ; 

Pour x = 3m, V g = -54 kN ; ( a gauche de la section d’abscisse 3m) 

V d = -34 kN ; ( a droite de la section d’abscisse 3m ) 
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Pourx = 10m, V = 106kN. 

Avec ces valeurs, on peut tracer le diagramme des efforts tranchants 




C- Determination du diagramme des moments flechissants : 

De I’equation I Mx = 0, pour 0< x < 3m, on a : 

-Ra.x + q.x 2 /2+ M(x) = 0 


D’ou 


M(x) = R a .x - q.x 2 /2 = 114.x - 20.x 2 /2 


pour 3< x < 10m, on a : 

-R a .x + Q^x-3) + q.x 2 /2+ M(x) = 0 


D’ou 


M(x) = 114.x - 20 (x-3) - 20.x 2 /2 
On a dM/dx = 114-20 -20.x 
Et dM/dx = 0, pour 


x= 


114-20 

20 


4.7 m 


des etapes B et C, on constate done que pour x = 4.7m, v=dM/dx = 0 .L’effort 
tranchant est egal a zero et, par consequent, la valeur du moment flechissant est 
maximaie. 


Pour x =0, 
Pour x = 3m, 
Pour x=4.7m, 
Pour x =10m, 


M=0 ; 

M= 252 kN.m ; 

Mmax = 280.9 kN.m ; 
M=0 ; 


Avec ces valeurs, on peut tracer le diagramme des moments flechissant : 
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Commentaire : en examinant les diagrammes des efforts internes, on constate 
que la valeur de I’effort tranchant, a la section ou la charge concentree est 
appliquee, diminue verticalement de la valeur de cette derniere. Cependant, le 
diagramme des efforts tranchants ne traverse pas I’axe de la poutre et, par 
consequent, I’effort tranchant a cette section n’est pas egal a zero. Comme on I’a 
etabli, il est egal a zero a la section d’abscisse x =4.7m, et le moment flechissant 
est maximal a cette section. 


2) On donne la poutre simplement appuyee qui supporte des charges 
concentrees ( voir figure ci-apres). Determiner les diagrammes des efforts 
tranchants et des moments flechissant le long de la poutre. 


_ B 

V 

Rb 


Solution : 

On a R A = Rb = 100 kN ( par raison de symetrie ) ; 


F=100 kN 


R 


“ 4.00 

L 4.00 

L 4.00 t 

/ / 

/ 





L =12.00 m 


-7' 
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A- determination du diagramme des efforts tranchants : 


pour 

pour 

pour 


0< x < 4m, 
4< x < 8m, 
8< x < 12m, 


V =- R A = -100 kN 
V=-R a + F=-100 + 100 = 0 

V = -R a + F+F 

=- 100 +100 +100 = 100 kN 






A 

C D 


© 



B 


V V 

(DET) 

B- determination du diagramme des moments flechissant: 
pour 0<x <4m, M = R A .x = 100.x 
pour 4<x<8m, M = R A .x - F.(x-4) 


-> i 


x = 0, 
x = 4, 
x = 4, 
x=6, 
x=8, 


100 kN 


M=0 ; 

M = 400 kN 
M=400kN.m ; 
M=400 kN.m; 
M=400 kN.m. 



B 


(DMF) 


Commentaire :En examinant les diagrammes des efforts internes, on constate 
que les relations fondamentales exprimees par les equations (4) et (5) du 
paragraphe 4.4 sont justifies. Ainsi, sur les parties AC et DB de la poutre, 
comme I’effort tranchant est constant, la pente du moment flechissant est 
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constante et le moment flechissant varie iineairement ie long de ces parties. En 
outre, sur la partie CD de la poutre, comme I’effort tranchant est egal a zero, le 
moment flechissant est constant et on a une flexion pure sur cette partie de la 
poutre. De plus, sur ces parties, I’effort tranchant etant constant ou egal a zero, 
I’equation (6) est justifiee et, par consequent, la poutre ne supporte pas de charge 
uniforme. 



3) On donne le demi-portique, supportant les charges montrees sur la figure ci- 
apres. Determiner les diagrammes des efforts internes. 



Solution : 

Comme on a que trois inconnues, le portique est done isostatique et on peut 
calcuier les reactions aux appuis par les equations d’equilibre de la statique. 

A- Calcul des reactions : 

De I’equation Z Fx = 0, on a 
20 x 5 - R A X = 0 
d’ou 

Ra X = 100 kN 

De I’equation E Fy = 0, on a 


Ben Salah Abdallah 


36 






























Cours de resistance des materiaux 



Departement de Genie Civil 


Ra y + Rc - F = 0 


De I’equation Z M A = 0, on a 
5.R c - 30 x 3 - (20 x 5) x 2.5 = 0 


R c = 


90+250 

5 


= 68 kN 


R a Y= -Rc + F= - 68 + 20 = - 48 KN 


4-6 EXERCICES 

Tracer les diagrammes des efforts tranchants (DET) et les diagrammes des 
moments flechissants ( DMF) des poutres et des portiques montres pour chacun 
des exercices ci-apres. 

Exercice 11.1 



50 kN 


Exercice II.2 


10 kN.m 20 kN 20 kN.m 



2.00 

3.00 

3.00 

2.00 
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Exercice II. 3 


2.00 


3.00 


16 kN/m 





Exercice II.4 


q = 5 kN/m 


F = 20 kN 



Ben Salah Abdallah 


38 













































Cours de resistance des materiaux 



Departement de Genie Civil 


Chapitre 3 Caracteristiques geometriques 

des sections planes 


I- Moment statique d’une aire plane : 





figurel-1 


/77v 


?X = J y.dA 

c 

fy = jx.dA 

c 

Unite : le moment statique a pour dimension la troisieme puissance d’une longueur, 
il s’exprime en m 3 , cm 3 ou mm 3 . 

II- Centre de gravite d’une aire plane : 


Les distances xG et yG du centre de gravite G aux axes oy et ox de I’aire A sont 
definies par les relations suivantes : 


x G = 


my 

A 


Remarque : pour une surface A composee de plusieurs surfaces Ai de centre de 
gravite G, ( de coordonnees Xi et y,) : 
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x G = 


'y'Ai.xi 

i =1_ 

Z Ai 


y G = 


YjAi-yi 

1=1 _ 

Yj Ai 


les termes Ai sont les aires des parties composant la section, et les termes xi, yi sont 
les distances respectives de leurs centre de gravite . 


Ill- moment d’inertie d’une aire plane : 


Les moments d’inertie lx et ly de I’aire A par rapport aux axes xx et yy ont pour 
valeur: 

l x = Jy .dA 

ly = Jx .dA 


-> Le produit d’inertie Ixy de I’aire A par rapport aux axes xx et yy est defini par : 

Ixy = Jxy.rfA 

Unites : Le moment d’inertie a pour dimension la quatrieme puissance d’une 
longueur et s’exprime en m 4 ou cm 4 ou mm 4 . 


iv- Principe des axes paralleles: (theoreme de 
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Un raisonnement analogue dans I’autre direction montrerait que : 

Iy = ly + A.b 2 


On demontre aussi que : 

Ixy = Ixy + A.b.d 


Remarque : Lorsqu’on parle de distance, il s’agit de distance perpendiculaire. 

V- Relation entre les moments d’inertie et le produit 
d’inertie : 

Soit I’aire A et le systeme d’axes ox et oy 

-> On donne aussi les axes OX et OY qui font un angle 6 avec les axes Ox et Oy. 



-> Les formules de changement d’axes sont : 

X = x cos 6 + y sin 0 
Y = y cos 6 - x sin 6 
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Done : 


2 2 

IX =j> 6L4=J(ycos#-xsin$) xlA 

= cos 2 0 JyAM + sin 2 0 | x 2 dA - 2sin0cos0 J xydA 


= lx COS 2 #+/ysin 6-Ixys'm20 


= lx. 


l+cos2 6 


+ iy- 


l-cos2ff 


- Ixy.sin20 


= (*^)+ ('^).cos2e-lxy.sin20 

|Y = [x clA=j(xcos8+ysm8) z clA 

= lx .sin 2 0 + ly.cos 2 0 + Ixy ,sin20 
= (^p)- (^ /Z ).cos20 + lxy.sin20 

l xy = \XYdA 

= Ixy.cos20 + ( Ix ~ Iy )sin20 


Remarque : on constate que : lx + Iy = lx ( sin 2 0 + cos 2 0 ) + ly ( sin 2 0 + cos 2 0) 
Comme sin 2 0 + cos 2 0 = 1 
On a done: 


lx + Iy = lx + I' 


VI- Axes principaux : 

-> Les axes principaux sont deux axes orthogonaux OX et OY qui passent par un 
point O d’une section et qui sont situes de fagon que le produit d’inertie Ixy soit egal 
a zero. 


Comme Ixy = ^XYdA=I *>cos20+ : ^y^sin20=O 


On trouve la relation : 


tg20 


21 


xy 


Iy-I X 


qui donne la valeur de Tangle 6>que les axes principaux OX et OY font par rapport 
aux axes de reference Ox et Oy. 


VI-1 Moment quadratiques maximum et minimum : 
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On a : 


lx = ( ) + ( Ap ).cos29 - Ixy. sin20 

IY = ( !^y ) - ( Ap ).cos2@ + Ixy.sin26 
Ixy = lxy.cos2B + ( )sin20 


On en deduit : 


= - ( lx — Iy ) sin20 - 2 Ixy cos20 = -2Ixy 


dlx 

de 

( lx - Iy ) sin20 + 2 Ixy cos20 = 2 Ixy 

du 


Ces deux derives, de signes contraires, s’annulent en changeant de signe pour Ixy = 
0, I’une des fonctions presentant un maximum et I’autre un minimum. 

=> les axes principaux sont les deux axes pour lesquels les moments quadratiques 
sont respectivement maximum et minimum. 


VI-2 cercle de Mohr d’inertie : 

Le cercle de Mohr permet la determination graphique des axes principaux et des 
moments correspondants. On connaTt lx, Iy et Ixy pour un systeme d’axes privilegie. 
On se propose de determiner les axes principaux et les moments quadratiques 
correspondants. 

Sur I’axe Ox on porte OH = lx, OH’ = Iy ce qui definit M, centre du cercle de Mohr: 



Ben Salah Abdallah 


43 























Cours de resistance des materiaux 



Departement de Genie Civil 


Par ailleurs, on porte HC = Ixy : 

• si Ixy < 0 , HC est reporte vers le haut, 

• si Ixy > 0, HC est reporte vers le bas, 

Ceci afin d’obtenir la position exacte de I’axe principal par rapport a Ox. 

C’est un point du cercle de Mohr qui coupe Ox en A et B. En definitive : 

(Ox , OX ) = 0, OA = lx, OB = Iy 

Remarque : dans le cas d’une section avec un axe de symetrie, cet axe est un axe 
principal d’inertie, I’autre lui est perpendiculaire. 

□ Exemples : 



VII- Rayon de giration : 

Le rayon de giration « r » est une caracteristique geometrique d’une section qui est 
utilisee dans la determination de I’elancement d’un element de structure soumis a un 
effort de compression ( poteau ). 

II est donne par la relation: 


Si Ton considere les axes xx et yy on aura: 
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VIII- Moment d’inertie polaire : 

-> Le moment d’inertie polaire de I’aire A par rapport a un axe perpendiculaire au 
plan de I’aire, passant par le point O est defini par I’integrale : 



2 2 2 

/o=jV clA=^y dA+^x dA=L+I y 

=> Le moment polaire est invariant par changement de repere. 



a) Surface : 
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b h 


A= 1 <Y/4=I| dxdy=\ dx\ dy=b.h 


c 

0 0 


ou bien 



dA = b.dy 

h 

_^ A=^b.dy=bh 

0 


b) Position de G : 



m x = J 

b 

y.dA=^y.b.dy _^ 

0 

m - bJl2 
m x- 2 

m y = J 

h 

x.dA-^x.h.dx # 

0 

m - b2Jl 

m y - 2 

Xr 

G “ A 

Ji.b 2 / 2 
h.b 

xq = b/2 

Yg = ,J f 

_h 2 .b/2 

h.b -► 

y G = h/2 

c) Moment d’inertie : 



h/2 


h/2 


lx = f y 2 .dA= [b.y 2 .dy 

-hi 2 -hi 2 

or d’apres le theoreme de Hyghens : 

lx = lx + A.(h/2) 2 -► 

De meme on trouve que : 

b!2 b/2 

ly = | x 2 .dA= J. b.x 2 .dx 



lx = b.h ! / 3 


-b/2 
b h 


-b! 2 



Ixy = ^xy.dA~ Jxc/xJ y.c/y — » Ixy- 


b 2 .h 2 


o o 


IX-2 cas d’un triangle : 
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a)surface : 


A = JjA 

"v x _b 
(h—y) h 


A = f A tjh-y) 

Jo h 


avec dA = x.d y 

x = b ( h ~y) 





b)centre de gravite: 


m x = J><7A=j j-(/i—y)y.dv 
0 


m y = J xdA=^ jr(b—x)x.dx 
0 




d’ou (■ x G 


fflv 

A 


< 





hb 2 

6 

bh 

2 

/; 2 /? 

6 

M 

2 


x G = b/3 


y G = h/3 
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c) moment d’inertie : 


lx = Jy dA=\ y j(h—y)d 


tx 


l y = Ja' dA—j x tl{b—x)d. 

0 

lyx = J xydA 

cDAxes principaux en O : 


l* = 


bh 


12 



i b 2 h 2 
yx= 24 


2 2 

-2 hx -12*2 b h 


L Iy libh-hb 


tg 2 a= 


e)Axes principaux en G : 

tg 20 = ~ 2IyG * G = r ~ bh ^ avec : 

Ixc-Iyc ( h i_ b - 


—bh 


2 2 

h -b 


lx G = lx-(y G )2.S 


bh 

36 


lya = 


hb 

36 


lx G y G = Ixy - Yg-Xq-S = 


2 2 

b h 

~tT 


IX-3 cas d’un cercle : (coordonnees polaires) 
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a) surface : 

-> L’element hachure est approximativement un rectangle et sa surface a pour 
expression : 

dA = p.dO.dp 

A = || p.dO.dp 


r 2 n 

- ^p.dp^dO 




b) moment d’inertie : 

r 2 

lx = I y dA 


a _ n.d 2 
A “ 4 


Comme : y = psinO et dA=p.d0..dp 


r27T pr ^ ^ 

lx = J q J q p sin 0.p.dO.dp 



2 

sin Od0 



pour D=2r -> 


lx =ly= 


7tI) 1 

“64" 


c) axes principaux: 

il s’agit d’une section qui presente plusieurs axes de symetrie, dont les axes Ox et 
Oy : sont deux axes principaux d’inertie. 


IX-4 Section en L : 


Determiner les caracteristiques geometrique de la section en L, representee ci- 
apres : 
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loo mm 


a) determination de la position du centre de gravite G : 

_ my y ^Aixi 

XG " 

f 150x10x75+(90xl0x5 5)^ 

XG_ ^ (90x10}f( 150x10) J 


x G - 23.75 mm 


y g = 


J^AiYi 


A 


=> vg = 48.75 mm 

b) determination des moments d’inertie Ixg, IVg et du produit d’inertie Ixvg 

IxG = /*+»> A=(lx G I + >G|./\ 1 )+{lXG2 + y 2 G2.Al) 


'XG 


| n x i 2 

12 +(75-48.75) .(150x10) 


QOxI 0 2 

I, +(48.75-5) .90x10 


-V" 

3846093,75 




+ 


1730156,25 


lx G = 5,576.10 b mm 4 ' 


ly G = [ 1QX 1 1 2 5Q +18,75 2 x(10x 150) ] + [ 1Q ^° +31,25 2 x(l0x90) ] 


12 
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ly G = 2,026.10 b mm 


lxy G = Ixy + x G y G .A 

= (-18,75).(26,25).(150x10).(90x10) x 31,25 x (-43,75) 


lxy G = -1,968.10 6 mm^ 


c) determination de I’anple 6 gui situe les axes principaux Y, X passant par G. 

On a: tg26>= T 2Ixy T G 

a lyo-lxc 


tg26>= 


-2*1,968.10 


(2,026-5,576)0 
d’ou 26= 48° et 6 = 24° 


tg26»=+1,109 


d) Calcul des moments d’inertie par rapport aux axes principaux : 

l x = lx G cos 2 0+ ly G sin 2 ^- Ixy sin20 

l x = 5,576 .cos 2 (24)+2,026 sin 2 (24)+1,968 sin (48) 


l x = 6,45.10 6 mm 4 


ly= l x sin 2 ^+ly cos 2 ^+lysin 2 6 ) 


Iy = 1,151.10 b mm' 


Par ailleurs 


lx + ly = 7,601,10 6 mm 4 


Et 


lx G + ly G = 7,601.10 6 mm 4 , 


par consequent I x +Iy=Ix g + ly G 


Commentaire : 

On constate que par rapport aux axes principaux GX et GY, la valeur du moment 
d’inertie 

lx est un maximum et celle de ly est un minimum. On distingue generalement les 
axes principaux GX et GY comme I’axe fort et I’axe faible de I’aire. 
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Pour les pieces flechies, il est done preferable que I’axe fort de I’aire d’une section 
soit un axe de symetrie passant par son centre de gravite et qu’il soit perpendiculaire 
au plan de flexion pour que la valeur du moment d’inertie soit faible. 
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Chapitre 4 : TRACTION SIMPLE 

COMPRESSION SIMPLE 


I)- Definition : 


Une piece est sollicitee a la traction ou a la compression si le torseur associe des efforts 
exterieurs est represente par un seul element de reduction au centre de gravite de chaque 
section droite qui est V effort normal N. 




0 ; 


V=M = T=0 


II)- Aspect experimental: 


Considerons un essai de traction normalise, qui consiste a exercer un effort de traction simple 
sur une eprouvette en acier (FeE 24 par exemple) 

Dimensions nonnalisees de 1’eprouvette : 


So 



Avec : L = 100 mm So = 150 mm 2 ® = 13,8 mm 

Les machines d’essais permettent d’enregistrer la courbe effort- allongement qui a Failure 
suivante : 



Ben Salah Abdallah 


53 

























Cours de resistance des materiaux 


Departement de Genie Civil 

Examinons les differentes parties de cette courbe : 

- Partie OA 

C’est la zone de comportement elastique du materiau. « elastique » signifie que : 
les allongements sont proportionnels aux efforts appliques ; 
si l’on supprime la charge, l’allongement revient a zero. 

Ce comportement elastique necessite l’introduction d’un coefficient, appele module 
d’elasticite- ou module d’Young-, note E qui est tel que : 

N_p M 
S “ ' l 

N representant l’effort applique sur l’eprouvette. (Ce coefficient traduit la proportionnalite 
entre l’effort applique et l’allongement relatif). 

Cette relation traduit la loi de Hooke. 

Ordre de grandeur numerique de E : 

Aluminium : E ~ 7.10 4 Mpa 

Acier : E « 2.10 5 a 2,2 10 5 Mpa 

Cuivre : E « 1,3 .10 5 Mpa 

• Partie AB 

Dans cette zone, ou l’allongement progresse a effort applique constant, se produisent des 
glissements a l’interieur du materiau. 

Notons que si l’on supprime l’effort, l’allongement ne s’annule pas entierement: il 
subsiste une deformation permanente. 

• Partie BCD 

C’est une zone de grands allongements ou l’on voit apparaitre le phenomene de striction 
en C : il s’agit d’une brusque diminution de la section (qui constitue une amorce de 
rupture). 

=> La rupture de l’eprouvette se produit en D. 

Coefficient de poisson v 

Lorsqu’un materiau s’allonge dans une direction, son allongement s’accompagne d’un 
retrecissement dans des directions perpendiculaires a celle de l’allongement (par exemple, 
pour une eprouvette cylindrique, on observe une diminution du diametre). 
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Cette « contraction » est proportionnelle a 1’effort applique tant que la contrainte de traction 
reste inferieure a la limite elastique. 

Dans le cas d’une eprouvette cylindrique, de diametre initial Do et de diametre deforme Dl, 

cette contraction relative s’ecrit: 

p. _ Di - Do 
Do 

Le coefficient de poisson s’exprime comme suit: 



s 


C’est un nombre sans unite, dont la valeur varie entre 0 et 0,5 

III) Etat de Contrainte: 

III.l)Expression de la contrainte : 

On suppose que le poids de la bar re est neglige devant F (cas general). 

D’apres la definition vue au chapitre precedent, si nous isolons un troncjon de poutre sollicite 
en traction suivant son axe : 





Nous constatons, en ecrivant l’equilibre statique du systeme isole que 1’effort tranchant et le 
moment flechissant sont nuls. Seul regne au sein du materiau un effort normal, et nous avons 
vu que 1’effort normal a pour expression : 

N(x) = IT ads 

JJz(x) 


Ben Salah Abdallah 


55 























Cours de resistance des materiaux 


Departement de Genie Civil 

Or, sous reserve de l’hypothese d’homogeneite et d’isotropie du materiau, nous pouvons dire 
que les efforts dans une section E (x) sont uniformement repartis. Cela signilic en outre que la 
composante a de la contrainte est identique en tout point de la section E (x). 

Done : 

N(x)= c.j"£ ds 

Soit: 



N(x) = a. S 

Or l’equilibre statique permet d’ecrire : 

N(x) = F 

D’ou 1’expression de la contrainte de traction : 



Nota : 


si F est positif, il s’agit d’une compression (a >0) ; 
si F est negatif, il s’agit d’une traction (a <0). 

III.2) Diagramme de la contrainte : 



Compression traction 


IV) Etat de deformations : 

Reprenons la barre precedente soumise a une traction F ; il en resulte un allongement A1 (le 
poids de la barre etant neglige). 

Nous avons vu dans le chapitre precedent que la contrainte a et l’allongement unitaire s sont 
lies par la loi de Flooke : 

a = E.s 
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ce qui conduit a : 
r 


avec : 


< 


F en [N] 

L en [mm] 
E en [Mpa] 
S en [mm 2 ] 


£ = E. ^ soit: 


Al = 


F.L 

E.S 


V ) condition de resistance : 


La barre sollicitee a une traction doit pouvoir resister en toute securite, ou encore, les 
deformations doivent rester dans le domaine elastique. Aussi la contrainte normale a doit-elle 
etre inferieure ou au plus egale a une contrainte admissible ( contrainte limite ) appelee 
souvent resistance pratique et notee a p . 

D’apres le diagramme de traction , la limite d’elasticity est a e , de sorte que, pour des raisons 
de securite provenant surtout des hypotheses sur le materiau ( homogeneite et isotropie) et sur 
le mode d’application des forces, on doit avoir a p < a e , soit: 



s, appele coefficient de securite, peut varier de 2 a 5 (aciers) ; son choix depend du type de la 
construction et il est en general laisse a 1’initiative du constructeur. 

La condition de resistance a la traction est alors : 


a<op 


VI) Applications : 

Exemple 1 : 

Soit un barreau de section constante ‘S’ et de longueur H sollicite par un effort de 
traction N , comine l’indique la figure ci-contre : 

On supposant que le poids du barreau est negligeable, 
determiner: 

a- la contrainte de traction a dans le barreau ; 
b- l’allongement de l’extremite libre B. 

On donne : 

1= 1.50m , (j) = 30 mm, N= 2t,E=2.10 5 MPa 
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Solution : 

a- la contrainte a = N/S 

avec S= ^r~= yr "~^ 2 =706 mm 2 
4 4 

2 . 10 4 

=> a = , =28,32 Mpa 

706 

b- l’allongement A=> A£=0,2\ mm 

h.S 
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Chapitre 5 : Cisaillement Simple 


I-Definitions : 

Un corps est sollicite au cisaillement lorsqu’il est soumis a deux forces opposees qui tendent a 
le separer en deux Iron go ns glissant l’un par rapport a l’autre suivant le plan d’une section. 



Soit un prisme, encastre a une extremite, auquel on applique un effort V perpendiculaire a 
l’axe longitudinal xx’ : 
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L’effort V agit dans le plan de la section droite d’encastrement aa’bb’ et il est suppose 
unifonnement reparti le long de l’arete aa’. En realite, la section aa’bb’ est tres voisine de V 
mais a gauche de son plan d’application, du fait qu’il est impossible que V s’exerce 
rigoureusement dans le plan d’encastrement (fig.2). (Ax tres petit.) 




1 

V 

r 


a 


a’ 


x’ 


b 


b’ 


r 




x 


Remarque : on admet que la repartition des forces interieures est uniforme, ce qui entraine 
la repartition uniforme des contraintes. 

b) Contrainte tangentielle : 

Mise en equilibre du tron§on (A) : La section droite S (aa’bb’) separe le prisme en deux 
tron§ons A et B. Pour la mise en equilibre, negligeons Ax (cas ideal du cisaillement). Le 
tron§on A est soumis : 

a son poids, neglige devant V, 
a V, l’effort tranchant, 

a faction du troncon B (forces interieures) qui se traduit par : 

V’= E (t .dS) = t . S 

Par projection sur Gy, on obtient: V - t.S = 0 

La valeur moyenne de la contrainte tangentielle de cisaillement est: 
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III - Etat de deformations : 

L’essai de cisaillement peut etre effectue comme l’indique le montage de la figure (3), 
1’effort V s’exerQant lentement. 

Rappelons que les sections ab et aibi sont tres voisines et distantes de Ax. 

Apres deformation, la section aibi vient en a 2 b 2 et la denivellation aia 2 mesure alors le 
glissement transversal (fig.4). 




Si on admet que aa 2 reste rectiligne, on definit la deformation par le rapport: 


tang y = 


aia2 

Ax 


avec y, angle de glissement; 


par ailleurs, puisque nous restons dans le domaine elastique, nous avons : 


= Cte ( par analogic avec l’essai de traction ) et tang y « y 


V 

soit, —= G , d’ou 
aia2 


Ax 



avec 


V en [ N] 

G en [N/mm 2 ] 
S en [mm 2 ] 
y en [ rd ] 
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on peut encore ecrire x = G.y ( relation analogue a a = E .s ) 

G est appele module d’elasticite transversale ou module de coulomb 

Exemples : 

Pour les metaux courants, on a constate que G = 0.4 E, par exemple : 

Aciers : E = 200 000 N/mm 2 et G = 80 000 N/mm 2 ; 

Fontes : E = 100 000 N/mm 2 et G = 40 000 N/mm 2 . 

IV- Condition de resistance : 

Pour qu’une piece resiste en toute securite au cisaillement, il faut que la contrainte 
tangentielle soit au plus egale a la resistance pratique au cisaillement x p . 




d’apres les resultats de l’essai de cisaillement, peut s’exprimer en fonction de ( resistance 
pratique a la traction) ; par exemple : 

T p = yO p pour les aciers doux, et mi-doux, 

T p = dp pour les aciers tres durs et pour la fonte. 

N.B 

Si une piece doit ceder au cisaillement ( poin§onnage), il faut que la contrainte tangentielle 
atteigne une valeur au moins egale a la resistance a la rupture par cisaillement T r : 

— > x r ou V > S. x r 

S 

V- Applications : 

V-l) Assemblage par rivet: 

Il s’agit d’assembler les deux comieres (2) et (3) sur le gousset (1), voir figure ci-apres : 
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H A 



coupe AA 



V est l’effort qui s’exerce sur l’ensemble des cornieres ; les rivets en acier doux ont pour 
diametre d et pour resistance pratique T p . Determiner le nombre de rivets. ( n = ? ) 

Solution : 

Chaque rivet a tendance a se cisailler suivant deux sections. 


Condition de resistance au cisaillement: 
avec 




S= 2.n.So 


et 


Soit 


S 0 : 


n > 


nA 1 


V 


2.S o. r P 


A.N : 


Pour V = 100 kN, d=16mm et T p = 70 N/mm 2 
On a 



n> 3.5 on prendra done 4 rivets. 


n = 4 


V-2) Cisaille a main : 

Soit une cisaille representee schematiquement par la figure ci-dessous . 
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L’effort normal F=90 N est applique en C au levier coude ABC articule autour de l’axe A. 

Determiner la capacite de la cisaille ( possibility de couper un rond ou fil en acier mi-doux de 
diametre d). 

On donne la resistance a la rupture par cisaillement du rond : xr = 340 Mpa 
Solution : 
a-statique : 

soit V l’effort applique du levier sur le rond ( qui est egal a l’effort applique du bati sur le 
rond). 

Etudions l’equilibre du levier ABC : C 

A 

0 -X- 

V 

120 i 80 



120.V-(1300 +200 cos30°) ,F = 0 d’ou V=1105N 

b- diametre du rond : le rond doit ceder sous faction de V : 

c-a-d : ^>ir avec S = d’ou : < — 

i i Tr 

on trouve : d < 2 
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Chapitre 6 : Torsion des poutres Circulaires 


tout ce que nous allons developper dans ce paragraphe n’est valable que pour 
des sections circulaires et ne saurait etre applique a des poutres de section 
quelconque. 

I-Definition de la torsion : 


Line poutre est sollicitee a la torsion lorsque le systeme des forces exterieures cree 
des efforts internes representables par un torseur dont le seul element de reduction 
au centre de gravite de chaque section droite est le moment de torsion T. 


N=0 ; V=0 ; M f =0 etT#0 


II-Effort exterieurs definissant un etat de torsion : 


Le fait que le moment de torsion (porte par x ) ne soit pas nul entraine que les forces 
exterieures doivent obligatoirement appartenir au plan ( 0,y,z). 

De plus la resultante des sollicitations etant nulle, les efforts exterieurs sont 
necessairement deux a deux- de meme intensity et de sens opposes. 

Le systeme d’efforts le plus elementaire conduisant a un etat de torsion est done un 
couple : 


F 




+ 




F 
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Ill-Aspect experimental: 


Soit une barre circulaire sollicitee a la torsion, on fixe sur une generatrice droite des 
tiges temoins. 

Ces tiges sont reperees par ies distances li, l 2 et l 3 par rapport a I’extremite fixe A. 



Lorsqu’on sollicite en torsion une poutre circulaire, on constate : 

- que toute section droite reste droite et circulaire, sans variation de rayon, au 
cours de ia deformation. 

- Que la distance axiale separant deux sections droites ne varie pas au cours 
de ia deformation. 

- Qu’une section quelconque tourne en entier dans son plan d’un angle 
proportionnel a son abscisse. 

IV -Calcul des contraintes de torsion : 

L’effort normal etant nul, Ies seules contraintes existantes se developpent dans 
Ies plans de section droite. en outre, elles sont orthogonales au rayon. Enfin, elies 
sont proportionnelles a la distance au centre de la section. 
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a- Expression des contraintes : 

Isolons, a I’interieur d’une poutre circulaire, un cylindre de matiere : 



Si on deveioppe en plan le rectangle AoA^Bo, on constate qu’il se deforme en 
parallelogramme : 



L’angle de deformation y est appele : distorsion. 

On peut ecrire une deuxieme expression de la loi de Hooke sous la forme : 
t = y . G 


ou G est le module d’elasticite transversal ( ou module de Coulomb). 

Evaluons le deplacement de A-i, en tenant compte du fait que Tangle y est petit ( 
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D’ou I’expression de y : 

Y = r 
r dx 

^represente Tangle de torsion par unite de longueur. C’est une valeur 

constante qu’on note 0. (0 est done Tangle de rotation de deux sections distantes 
de I’unite de longueur). 

Compte tenu de la loi de Hooke, on peut exprimer la contrainte t sous la forme : 
x-G.O.r 



V)- Deformation angulaire unitaire : 


exprimons la valeur de la sollicitation de torsion en fonction des contraintes t : 

Mt = jjx.r.ds 

en remplagant t par sa valeur, il vient : 

Mt = jJr 2 .G.e.ds 

et G et 0 etant constants : 

Mt = G.e.jjrtfo 

On reconnaTt dans cette expression le moment quadratique polaire : 

l »=ll r2ds 


Qui vaut : l 0 = 

D’ou I’expression d la deformation angulaire unitaire : 


VI-Deuxieme expression de la contrainte tangentielle x : 


En remplagant 0 par sa valeur dans la premiere expression de t , on obtient : 



Ce resultat confirme ce que nous disions au debut du paragraphe3 : les 
contraintes sont proportionnelles a la distance du point considere au centre de la 
section. 
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On peut alors tracer le graphe de repartition de la contrainte dans une section : 



- la contrainte tangentielle est maximale sur les fibres exterieures (c’est a dire 
pour r = R) ; 

- la quantite -jf est appelee « module de torsion » 

K 

VII-Expression du module de torsion d’un tube : 


a - Calcul exact: 

Considerons un tube de section limitee par les circonferences de diametres d et 
D. 



et calculons le moment polaire de cette section : 
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d’ou le module de torsion : 


b = 

R 


;r.D 3 

16 


1 - 


d 4 

D 4 


si on avait calcule le module de torsion d’une poutre pleine de diametre D, on 
auraittrouve : 


R 16 


Conclusion : Le module de torsion d’un tube est plus faibles que celui d’un 
cylindre plein de meme diametre ( exterieur) . done le tube est plus resistant en 
torsion que le cylindre plein. 

b- Calcul approche : 

L’approximation consiste a dire que si I’epaisseur du tube est faible devant le 
rayon, on peut considerer que la contrainte t est constante dans I’epaisseur. 
t. e = c te = K 

on va determiner cette constante K pour pouvoir exprimer la contrainte. 
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Par definition du moment d torsion, nous pouvons ecrire : 

ff GPA xds = Mt. x 

JJ(S) 


ou encore : 


or: 


Ik II = — 


x . JJ GPA t ds = Mt 
ds = e.dl et 

" 11 e 

d’ou Mt = £ R.K.dl = K. £ R. dl 

de plus, £ R.dl = 2A , ou A represente I’aire totale delimitee par la circonference 
de rayon R. 


on peut done exprimer la constante K sous la forme : 

\s Mt 
K= 2A 

D’ou I’expression de la contrainte : 


Mt 

2A.e 


VIII-Applications : 


a) Exemple 1 : 

b) 

un tube circulaire en acier de 400 cm de longueur est encastre a une extremite et 
libre a I’autre. Ce tube a un rayon exterieur R1=75 mm et un rayon interieur R2 = 
60 mm . II est soumis a son extremite libre a un moment de torsion Mt = 30 
kN.m ; 



determiner la contrainte de cisaillement. 
Solution : 
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ou 


_ Mt 
2.e.A 


e = 15 mm 


et 

A = it. R 2 = tt . |l5-±60 j 


= 14306 mm 2 

et la contrainte de cisaillement t est egale a 


30. Iff 
2.15.14306 


69.9 MPa 


b- Exemple 2 : 

pour cet exemple, on suppose qu’on a une barre circulaire a la place d’un tube, 
mais les autres donnees sont identiques a celles de I’exemple precedent. 
Determiner la valeur de la contrainte t et la valeur de Tangle de rotation totale 0. 
On donne G = 80 000 Mpa. 

Solution : 


On a 


t = ^ .r 
Io 


. 71.d 4 71.75 4 6 4 

avec lo = —^ =^— = 49.7 10 6 mm 4 


32 2 

et la contrainte de cisaillement maximale est egale a : 
30.10 6 .75 


T = 


= 45,3 Mpa 


49,7.10 6 

Tangle de rotation totale a I’extremite libre est egale a 


0 = 


- Mt.l _ 


30.10 6 .4000 


Io.G 49,7.10 6 .80 000 

0 = 0.0302 rd = 1.73° 
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Chapitre 7 : FLEXION SIMPLE 


I-Introduction experimentale : 

considerons une poutre reposant sur deux appuis soumise a une charge 
concentree verticale. 

Apres deformation, cette poutre accuse un fleche ( deplacement vertical des 
differents points, d’ou le nom de flexion ) et on constate que les fibres situees en 
partie superieure sont sollicitees en compression tandis que celles qui sont 
situees en partie inferieure sont sollicitees en traction. 

Entre ces deux regions, il existe une fibre qui n’est ni tendue ni comprimee : c’est 
la fibre neutre. 



Hypotheses : 

On considerera dans cette etude des poutres a plan moyen, c’est-a-dire pour 
lesquelles y est axe de symetrie de la section droite. En outre, toutes les forces 
sont appliquees dans le plan ( xoy). (les couples et moments sont portes par z). 
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Les materiaux sont supposes homogenes. La fibre neutre est done confondue 
avec la ligne moyenne ( e’est-a-dire que la fibre neutre passe par le centre de 
gravite de toutes les sections droites). 

Differents types de flexion plane : 

A - Flexion pure : 

Cette flexion correspond au cas ou les sollicitations dans une section quelconque 
se reduisent au seul moment flechissant ( pas d’effort tranchant). 

Remarquons que ce cas, bien que tres interessant d’un point de vue theorique 
car il permet de dissocier les effets du moment flechissant de ceux de I’effort 
tranchant, n’apparait pratiquement jamais dans la realite. 

Experimentalement, on observe un comportement de flexion pure dans un cas 
comme celui-ci : 
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B- Flexion simple ; 

C’est le cas ou les sollicitations dans une section s’expriment sous la forme du 
torseur: 

r v( x ) 

t M(x) 

Dans ce cas, on mettra en evidence par le calcul I’effet de I’effort tranchant 
associe a celui du moment flechissant. 



II- Etude de la flexion simple : 


II-lcontrainte normale due au moment flechissant: 

Considerons une poutre sur deux appuis soumise a une charge quelconque. 
Nous allons examiner le comportement d’une section I ( x 0 ) et reprendre 
I’hypothese de Navier-Bernoulli : 
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Pour que I’hypothese de Navier-Bernoulli soit verifiee, il est necessaire que 
I’allongement relatif de la fibre sur laquelle est situee le point M soit une fonction 
iineaire des coordonnees du point M dans ia section I (x). D’apres la loi de 
Hooke, il en est de meme pour la contrainte, que nous ecrirons : 

a = a + b.y + c.z 

comme nous I’avons vu a la fin du chapitre 3, les sollicitations s’ecrivent: 


N w= 

(1) 

M ( x °) = JJ V(xo) y.a(y, z )d s 

(2) 


Developpons I’expression (1) en remarquant que I’effort normal est nul : 


ff a.dS + 

ff b.y.dS + 

ff c.z.dS = 0 

J JZ(xo) 

JJZ(xo) 

J J Z(xo) 


les axes y et z passant par le centre de gravite G de la section, on a (d’apres la 
definition du centre de gravite ) : 

ff y.dS = ff z.dS =0 

JJl(xo) JJX(xo) 

on en deduit done : 
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a = 0 

developpons de meme I’expression (2) : 

JL,, a - y - dS + lL, b - y3dS + lL, cyzdS = M <*°> 

le troisieme terme du premier membre est nul : [[ .y.z.dS etant le produit 

J J Z(xo) 

d’inertie d’une section symetrique par rapport a I’axe y. 



on reconnaTt en outre la quantite y 2 .dS qu est le moment quadratique de la 

J JZ(xo) 

section Z (xo) par rapport a I’axe z. 

on deduit de cette equation I’expression de la constante b : b= 

Iz 

en exprimant la nullite du moment flechissant porte par y ( probleme plan) on deduit tres 
aisement: c = 0 

d’ou I’expression de la contrainte normale en un point M(y,z) de la section I (x 0 ) : 



Exemple : Variation de la contrainte normale dans une section rectangulaire. 
Considerons la section suivante I (xo) d’une poutre droite : 



Le moment quadratique par rapport a I’axe z s’ecrit : 


Iz 


bh 3 

" 12 " 
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faisons varier y de 
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y a +y. Les contraintes en fibres superieure et inferieure 


C7s-- 


6.M(xd) 

bh 2 




6.M(xd) 
+ bh 2 


le diagramme de repartition des contraintes normaies dans la section E(xo) est 
done : voir ci-dessus 

III- Deformations : 

Nous allons dans ce paragraphe etablir des relations entre la deformation de la 
poutre et le moment flechissant qui la sollicite. 

Considerons un trongon de longueur dx d’une poutre avant et apres deformation. 

Considerons une fibre mim 2 situee a la distance y de la fibre neutre. 

Apres deformation cette fibre est representee par mim’ 2 . 

La deformation relative s’ecrit : 

g _ m'2m; 
mint 



les deformations etant petites, on peut ecrire : 


Ben Salah Abdallah 


78 























Cours de resistance des materiaux 



Departement de Genie Civil 


m’ 2 m 2 = y.da 


en outre : mim 2 = dx 
la deformation s’ecrit done : 


e = y. 


da 

dx 


et d’apres la loi de Hooke, la contrainte a pour expression : 


a = Ey.^ 

dx 

exprimons a present le rayon de courbure de la fibre neutre : 

R = Q.G2*4^ 
da 

en remplagant dans I’expression de la contrainte, il vient : <r = ^-.y 

puis en egalant a la valeur de la contrainte normale en flexion pure, on obtient 
une relation entre la courbure x ( qui est I’inverse du rayon de courbure) et le 
moment flechissant: 

_ 1 _ M W 

k R E.Iz 

le terme est appele « flexibility » de la poutre, inverse de la rigidite en 
flexion : Elz. 

Nota : la courbure represente en outre la rotation de la section : 

Y _ da 
x dx 

determination de la configuration deformee de la poutre : 

on demontre, en geometrie analytique, que le rayon de courbure d’une courbe 
d’equation y = f(x) s’ecrit: 

(1 + y' 2 ) 3/2 


et, les deformations etant faibles, y’ 2 est negligeable devant 1 . on peut done 
exprimer R sous la forme : 
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Si y = f(x) est I’equation de I’allure deformee de la poutre, nous pouvons ecrire : 


. _ M(x) 
y E.Iz 


c’est I’equation differentielle de la « deformee ». 

• Processus d’integration : 

En integrant une premiere fois I’equation (1), on obtient la pente ou la rotation de la 
deformee a I’abscisse x qui est egale a : 

^y = tg0 = 0 [rd] (2) ( car 0 est petit) 

UX 

de I’equation (2) on peut ecrire : = ^ = M d’ou d0 = ^.dx 

dx dx 2 El El 

en integrant une deuxieme fois l’equation (1), on obtient la fleche y de la deformee a 
l’abscisse x 

Exemple : 

* On considere une poutre droite qui repose sur deux appuis simples et soumise a 
une charge uniformement repartie q : 



* Determiner les equations de la deformee et sa pente, puis calculer la rotation 0 a de 
la deformee a I’appui A et la valeur de la fleche Ac a mi-portee de la poutre . (on 
suppose que El est constante ). 
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Solution : 
On a 


Et 


Ra = Rb = ql/2 


Mf(x) = (ql/2).x - (ql/2).x 2 


De I’equation (1) on a : 

d^y = M = _LrSJx 

dx 2 El El v 2 2 ’ 

, . (Jv alx 2 qx 3 

En integrant une premiere fois, on a : EI.-^- = EL0= 4 T' 2 6 _ + Cl 

qlx 3 qx 4 

En integrant une deuxieme fois, on aura : El.y =^-- -|^- + Ci..x + C2 

On determine les constantes d’integration par les conditions aux limites ( C.A.L), aux 
appuis A et B. 

- en A , pourx = 0, y A =y(0) = 0 


done, C 2 = 0 


- en B, pour x = /, y B =y(/) = 0, d’ou, en remplagant ces valeurs dans I’equation (1), 

ql 4 ql 4 


on aura 


T2‘tr +C '' ,=0 


c, = - 


q.P 


24 


d’ou on trouve : 


0(x)= 


y( x ) = 


dy _ q./.x 2 q-x 3 q.P 
dx 4EI 6EI 24EI 

q./.x 3 q.x 4 q./ 3 .x 
12EI " 24EI _ 24EI 


=> r pour x = o 


0A — - 


qi 3 

24EI 


^ pour x = 1/2 


Ac = y (1/2) = - 


5 q.P 
384 El 
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* Determiner les equations de la deformee et sa pente, puis calculer la rotation 0 A de 
la deformee a I’appui A et la valeur de la fleche Ac a mi-portee de la poutre . (on 
suppose que El est constante ). 

Solution : 

On a 

Ra = Rb = F/2 
Et 

PourO<x < 1/2 : Mf (x) = R A .x = (F/2).x (1) 

Pour 1/2 < x < / : M f (x) = R B .(/-x) = (F/2).(/-x ) 


De I’equation (1) on a : 

Pour 0 < x < 1/2 

^y = M = _L r F 
dx 2 El EI V 2‘ ' 

En integrant une premiere fois, on a : 

En integrant une deuxieme fois, on aura : El.y = 

On determine les constantes d’integration par les conditions aux limites ( C.A.L), aux 
appuis A et B. 

- en A , pourx = 0, y A =y(0) = 0 done, | C 2 = 0 


EI.^ y = EI.0 = F - x2 + Ci 
dx 4 

(1) 

F.x 3 

(2) 

El.y =-j^- + C 1 ..X + C 2 


- en C, pour x = 1/2, 0 B = 0(//2) = 0, d’ou, en remplagant ces valeurs dans 
I’equation (1), on aura 
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F.l 1 

) +Ci = 0 

=> 

VO 

1 

II 

O 


d’ou on trouve : 


y(x) = 


pour x = o 


0A = - 


F./ 2 

16.EI 


F P 

pour x = 1/2 -> Ac = y(//2) = -^j 


IV-Cisaillement dans les poutres flechies : 

IV-1 Cisaillement transversal : 

Nous avons defini a la fin du chapitre 3, une relation entre I’effort tranchant dans une 
section et la composante x de la contrainte situee dans le plan de section sous la 
forme : 

v(x)=jjx.ds 

i 

il s’agit done d’une contrainte de cisaillement qui se developpe dans toute section 
transversale. 

Nous ferons pour I’instant I’hypothese de repartition uniforme de la contrainte x 
dans la section, ce qui permet d’ecrire : 

x (nous reviendrons plus loin sur cette hypothese). 

ij 

IV-2 Cisaillement longitudinal: 

Mise en evidence de ce type de cisaillement: 
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Lorsqu’on applique I’effort, on constate un glissement des lames les unes sur les 
autres. Dans une poutre pleine, ce glissement est empeche par la cohesion de la 
matiere, ce qui entraine le developpement de contraintes de cisaillement ( ou de 
glissement). 

Ces contraintes sont dites longitudinales car elles se developpent dans I’axe de la 
poutre. 

Nous allons etablir une relation entre les contraintes de cisaillement transversales 
et longitudinales. 

IV-3 Theoreme de reciprocity de CAUCHY : 

Dans ce qui suit, nous appellerons x la contrainte de cisaillement transversal et 
i' la contrainte de cisaillement longitudinal. 

Isolons a I’interieur d’une poutre un parallelepipede de matiere d’aretes infiniment 
petites Ax, Ay, Az et faisons le bilan des efforts s’exergant sur chacune des faces : 

Remarquons qu’il ne peut y avoir de cisaillement dans un plan parallele au plan 
des forces, ce qui explique que deux des faces ne sont soumises a aucun effort. 
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La premiere equation vectorielle du principe fondamental de la statique montre 
que ies intensites des contraintes x et i' sont egales. 

De plus, I’equation de moments, en projection sur z, montre que les contraintes x 

et x' engendrent des moments de signes contraires. 

II y a done deux configurations possibles en un point M. 




IV-4 Expression de la contrainte tangentielle : 


Considerons une poutre droite dans laquelle nous allons isoler un 
parallelepipede, pris en partie superieure de la poutre : 



Bilan des efforts sur toutes les faces : 

- face 121’2’ : pas d’efforts ( bord libre de la poutre ) 

- face 343’4’ : contrainte longitudinale x, s’appliquant sur une surface b.dx 

- face 141 ’4’ : * contrainte normale cn = . yo donnant lieu a une resultante 

Iz 

N,= fcJI>' ds 

* contrainte tangentielle x dont on ne connait pas la repartition. 
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- face 232’3’ : 
resultante 
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contrainte normale az = M ( x + dx) 

Iz 


donnant lieu a une 


*=^It** 


* constante tangentielle dont on ne connait pas la repartition. 



Ecrivons I’equation d’equilibre en projection sur I’axe x du parallelepipede : 


b.dx.x 


M(x) 

Iz 


JI> ds 


+ 


M(x+dx) 

Iz 


JI > ds=0 


la quantite jjyo.ds n’est autre que le moment statique de la face 141’4’ soit 

m(So). 


Done : 


x = 


im so) 

b.Iz ’ 


M(x+dx) - M(x)^ 


dx 


v / 

La quantite entre parentheses est la derivee du moment flechissant par rapport a 
x, soit encore I’inverse de I’effort tranchant. 


II vient done : 


x 


V. I1l( So) 


b.Iz 


IV-5 Applications a la section rectangulaire d’une poutre 
flechie : 

Considerons la section rectangulaire suivante : 
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a y 



Exprimons la contrainte x a I’aide de la formule que nous venons d’etablir 

bh 3 
Iz= 


12 


m( So) = yco.So = b.(^ - y 0 ).l + y D ) 

d ’ 0Cl T= W (J 4' y " 2) 

on constate que la variation de x en fonction de y 0 est parabolique. 


/ 

^y 0 

k 

- l max 'i 


p 


Remarquons que 


Tmax — 


31 
2 Mi 


la contrainte 


maximale a pour expression : 
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V-Applications : 

On donne la poutre simplement appuyee qui supporte des charges concentrees ( 



le long de la poutre ; 

b- Tracer le diagramme de la contrainte normale a, au niveau de la section la 


plus sollicitee ; 

c- Tracer failure du diagramme de la contrainte tangentielle au niveau de la 
section C et calculer x max . 

On donne : H=80 cm, b=100 cm, h o =20 cm et b o =30 cm 

Solution : 

On a R A = Rb = 100 kN ( par raison de symetrie ) ; 

a-1) determination du diagramme des efforts tranchants : 


pour 

0< x < 4m, 

V = - R A = -100 kN 

pour 

4< x < 8m, 

V = -R a + F= -100 + 100 = 0 

pour 

8< x < 12m, 

V =- R A + F +F= -100 +100 +100 = +100 kN 




Ben Salah Abdallah 


88 



















































Cours de resistance des materiaux 



Departement de Genie Civil 


a-2) determination du diagramme des moments flechissant : 


pour 

0< x < 4m, 

M = R a .x = 100.x 


r x = 0, 

M=0 ; 





L x = 4, 

M = 400 kN m 


pour 4< x < 8m, 

M = R a .x - F.(x-4) 

-> 

' x = 4, 

M= 400 kN.m ; 



-< 

x = 6, 

M = 400 kN.m; 




^ x = 8, 

M = 400 kN.m. 



b-1) Caracteristiques geometriques de la section : 

• surface : S = 3800 cm 2 

• position de G : v = 28.95 cm; 

v’ = 51.05 cm. 

• inertie : l GZ = 2122456.17 cm 4 


* 


b-2) contrainte normale : a = 


Mf Z .y 

Igz 


avec M fz = 400 kN.m 
(la section la plus sollicitee ) 


d’ou a 


400.10 6 

2122456,17 ,10 4 ' 


y = 0.019.y 



y 
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r o(v) = a s = a(289.5) = 5.5 Mpa 
et | a(-v’) = a 1 = a(-510.5) = -9.7 Mpa 


c) contrainte tangentielle : 


_ V.m(so) 

b.Iz 

en C, 1’effort tranchant V = 100 kN 


pour 


y 0 = v = 289.5 mm 


y 0 = 89.5mm 


m so = 0 -» x(289.5) = 0 

m so = 379.10 6 mm 3 x(89.5) = 5.95 Mpa 

(pour b = 300mm) 

—> x(89.5) = 1.785 Mpa 
(pour b = 1000mm) 


y 0 = 0 


m so = 499.10 6 mm 3 x(0) = 7.84 Mpa 


d’ou failure suivant du diagramme de la contrainte tangentielle : 
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Chapitre 8 : FLEXION COMPOSEE 


Apres avoir etudie les diverses sollicitations simples et leurs effet dans les poutres, 
examinons comment superposer ces resultats lorsque le chargement de la poutre est 
quelconque. 

Avant de passer au cas general, voyons le cas particulier de la flexion composee ( 
superposition d’un effort normal a un moment de flexion). 

I) definition : 


On dit qu’un element de structure est sollicite en flexion composee lorsqu’il est 


soumis a la fois a un moment flechissant Mf (Mfz ou Mfy) et un effort normal N 


passant par le centre de gravite de la section. 


Mf#0;N#0;V#0;Mt = 0 


N.B 


Dans le cas d’un effort de compression excentre N agissant sur une section a une 
distance « e y » sur I’axe y, on peut le remplacer par un effort de compression 
equivalent N passant par le c.d.g de la section, plus un moment flechissant M f egal 
a : M f = N.e y ( voir Fig. 1 ) 



Fig-1 




X 


II)Etat de contrainte : 

L’equation generale donnant la valeur de la contrainte a une fibre se trouvant a une 
distance y est donne par: 
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N Mf. y 

a (y) =±N + x y 

(1) 


avec 

-< 

Ofy) = 


N : traction 



Mf. y 

I 


N 

° <y)= - A + 


Mf. y 


N : compression => 


Cette equation decoule de la superposition des resultats obtenus dans I’etude de la 
compression ( ou de la traction ) et de la flexion simple : 



Fig.2 2a 2.b 

Sur la figure 2.a, on montre les contraintes uniformes dues a un effort normal N de 
compression qui s’ajoutent algebriquement aux contraintes dues au moment 
flechissant Mz agissant sur la section de I’element. 

Il-a) Constatation : 

Comme on le voit sur la figure 2.b, I’axe neutre ( ou a = 0) est deplace. II est parallele 
a la position de I’axe neutre lorsqu’il n’y a qu’une flexion simple, mais il ne passe pas 
par le centre de gravite de la section comme dans le cas de la flexion simple. 

Il-b) Position de I’axe neutre : (y 0 ) 

- Cas d’une compression : 

soit N un effort normal de compression, on cherche a determiner la position de 
I’axe neutre (A.N), on designe par y 0 la distance qui separe I’A.N par rapport a 
I’axe passant par G (le c.d.g de la section). 

On a a(y 0 ) = 0 

Avec a(y 0 ) = M ^' y ° =0 
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=> Yo = - 


N.I 

Mf.A 


yo = - 


_n_ 

Mf 


(avec i, le rayon de giration ) 


- Cas d’une traction : 

dans le cas ou N est un effort de traction : 

, x n Mf.yo „ 

°(y 0 ) = -f+-p=° 

=> yo = • i 2 

3 Mf 

III) Noyau central: 

lll-a ) Definition : 

c’est la zone d’une section droite, lorsqu’on applique dans laquelle un effort normal, 
toutes les fibres seront tendues ( ou comprimees). 

Ill-b) Determination du noyau central d’une section : 

Soit N un effort de compression : 

On cherche a determiner les limites du noyau central ( N.C), qu’on les designe par c 
et c’ : 

La figure 3.a, nous donne la repartition des contraintes, lorsque N est applique au- 
dessus de la fibre moyenne. 



v et v’ designent les positions des fibres extremes ( inferieur et superieur ) par 
rapport au centre de gravite G de la section . 

On a g (-v’) = Oi 
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et 


a (v) = a s 


d'ou a, = 0 =>M + (+N.C).(-V ) =0 

A 1 

=> i. + (tO.(-V) =0 

A I 


=>C = 


I 


I 


A.v' 'A.v'.v 

P 


.v 


C = p . v 


Dans le cas ou N est applique au dessous de la fibre moyenne 



ct s = 0 


N . (-N.C').(v) 

A + -I-"° 



(-C').(v) 


I 


= 0 


=>C' = 


I 

A.v 



C’ = p . v’ 


le noyau central est tel que : -c’ < y < c 

lll-c ) Exemples : 

- cas d’une section rectangulaire : 
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I 






I = 


b.h 3 

~12 


P = 


I 

A.v.v' 


b.h 3 _ j 

12(bh h . 2 ) 3 

v 



< 


= 1 h = h 

3'2 6 


,. = 1 h_ _ h_ 
3'2 6 


- Cas d’une section circulaire : 



On a 


64 


v = v’ = D/2 = R 
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=^> c 


D 4 


= p.v = 

= p.v’ = 


64 D = D = R 
k. D 2 D 2 ' 2 8 4 

4 ' 4 

R 

4 


IV)-Application : 

La section de la poutre rectangulaire montree sur la figure ci apres est soumise a 
un effort de compression excentre P = 2500 kN applique en un point de I’axe y a 
une distance ey = 120 mm de I’axe z. 



a- determiner les contraintes dans les fibres extremes superieures et inferieures ; 
b- determiner la valeur minimale de e y pour qu’il n’y ait pas de contraintes de 
traction agissant sur la section. 

Solution : 

a-de I’equation (1), dans la fibre superieure extreme, on a une contrainte totale de 
compression a s egale a : 


Gs= 


Gs= 



(P-fr) h 

I ‘ 2 


f 2500.10 3 ^ 
v 300.600 y 


11 6.120 
600 


30,6MPa ( G max compression ) 


et sur la fibre inferieure extreme a-, egale a 


Gi=G(4) 


P_ P-Cy h 
A I '2 
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C7i = 

f 2500.10 3 

, 6.120 

= -2,8MPa ( a max traction ) 


[ 300.600 J 

600 




_ P. 

- fibre neutre : a(yo) = 0 -» y.. = =-250,02 mm 

r.Cy J.lU 8 

1 54.10 s 

b- pour que la section ne soit pas soumise a des contraintes de traction, il faut que 

a; = 0 

et, par consequent : 

e v = ^=600 =100 mm 

DO 

-» il faut que I’excentricite de I’effort P ne depasse pas 100 mm 
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Chapitre 9 : LE FLAMBEMENT 


I) -Description du phenomene : 

Un element elance, c’est a dire ayant une grande dimension par rapport a au 
moins une des deux autres, soumis a un effort de compression axial, peut se 
deplacer transversalement de fagon importante sous de faibles charges. 

On peut se rendre compte facilement de ce phenomene avec une lame de 
scie a metaux 

tenue verticalement et chargee avec la main appuyee en tete. 

On constate qu’a partir d’une charge de I’ordre de 20 N ( ~ 2 Kg), le N 

deplacement lateral commence et que pour 25 N, on transforme la lame 
de scie en boucle en se faisant rejoindre les deux extremites. 

Ce phenomene d’instabilite est appele flambement ou, quelquefois, 
flambage. 

On distingue : 

-le flambement simple qui affecte les barres simplement comprimees ; 

-le flambement-flexion qui affecte les barres comprimees et flechies. 

II) - Effort critique de flambement: 

N 

L’effort limite a partir duquel se manifeste les grandes deformations allant jusqu’a 
I’instabilite est appele effort critique de flambement, note Pc. 

L’etude du flambement est due a EULER. La theorie d’EULER est fondee : 

- sur une poutre droite, bi-articulee a ses extremites ; 

-soumis a un effort normal de compression centre P ( suivant Gx). 
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Lorsque P croit, a partir de zero, I’etat d’equilibre rectiligne initial evolue vers un etat 
curviligne flechie. 

D’apres la loi fondamentale de la flexion on a : 


d 2 y M_ 
dx 2 E.I 


or 

M = -P.y 

done 

EI.^ + P.y = 0 
dx 2 

=> 

o 

il 

>> 

+ 

en posant 

ii 

3 

on obtient: 

y” + w 2 .y = 0 


C’est une equation differentielle du second ordre, dont la solution generale est de la 
forme : 

y(x) = A.cos(oox) + B sin (wy) 

la resolution de cette equation s’opere grace aux conditions aux limites : 

- pour x = 0, y(0) = 0 => A=0 ; 

- pour x = Iq, y(/ 0 ) = 0 B.sinw/ 0 = 0 
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deux cas sont alors possibles : 

-si sin(u)/ 0 )^0 -» B = 0 et y(x) =0, Vx ( pas de flambement dans 

ce cas) ; 

-si sin(u)/ 0 ) =0 -» oo./ 0 = k.a 

soit co = ^ = M d’ou p - k 2 .^.EI. 

I o VEI / 0 

pour k=0 -» P = 0 : la poutre est rectiligne 

pour que la poutre reste flechie, il faut que k soit au moins egal a 1, ce qui conduit a 
la valeur minimale de P qui vaut : 



P = 


7l 2 .EI 


h 


Pc est appele force critique d’Euler. 

II-l)Contrainte critique d’Euler : 

A la force critique d’Euler Pc correspond une contrainte critique : 
avec A : la section droite de la poutre ; 

lo 2 -A to 2 


Cfc 


IV 

A 



lorsque a c > a e , aucun risque de flambement n’est a craindre ( on verifie la 
compression simple ) ; 
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lorsque ct c < a e , il y a mine par flambement des lors que a = a c . 
Remarque : pour ac = ae (limite), correspond un elancement critique Ac 


Ac = n — 

\Oe 

la theorie d’Euler n’est applicable que lorsque A > A c 
quelques valeurs de A|c: acier : A c ~ 105 

bois : A c ~ 70 
fonte : A c ~ 60 


II-2)Poutres autres que bi-articulee : 

D’une maniere generale, selon les conditions aux appuis, la force critique d’Euler 
vaut : 


Pc = 


7t 2 El 

(aXJ* 


avec l 0 = la longueur reelle de I’element 

soit /f = a.l 0 : la longueur de flambement 


Pc = 


avec a un coefficient qui depend des conditions aux extremites (types d’ancrage ) : 



encastre . articule 


mm 


lo 


articule 



libre translation 


«—ott—► 



encastre. articule 


encastre encastre 


encastre 
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a = 1 a=l/V2 a = 2 a=l 


III-3) Securite vis a vis du flambement: 

Causes des imperfections : - defaults d’homogeneite ; 

- defaults de centrage ; 

- defaults de rectitudes, ... 


Coefficients de securite : o<C^- avec 

2.s 


-< 


comme 


Oc 


_ ^.E 

A 2 


G< 


‘2 : superposition de la compression et la 
flexion ; 

s : coefficient de securite(s= a e /a p ) 


a < 


7V 2 E. Op 
2.A 2 .C7e 


2.A 2 .s 

7V 2 -E. Op 
Oe ' 21 2 


Ac 2 


soit (3 = 1/ A c 2 

IV)Theorie de Rankine : 


<j< 


o p 


2(5?3 


E\K => Pc : flambement d’Euler; 

Si A x => N : compression ; 


Pour les valeurs intermediates ( pieces moyennement courte ) => Le modele de 
Rankine Dans ce cas : o< 


Op 


I + [R 2 


Resume : 


Pour A < 20 

Pour 20 < A < Ac 

Pour A > Ac 

=> compression simple 

=> modele de Rankine 

=> theorie d’Euler 

on verifie que : 

on verifie que : 

on verifie que : 
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CT < CT p 


<J< 


(T P 


1 +J3A 2 


<j< 


CTp 

IPA 2 


V)Methode de Dutheil: 


Insuffisance de : 

- Euler: n’est pas applicable pour des elancement faibles ; 

- Rankine : tient compte d’un coefficient de securite important; 

Dutheil tient compte de la flexion et de la compression. La methode de Dutheil est 
applicable quelque soit la valeur de I’elancement : 


methode de verification : 

on cherche tout d’abord a determiner la contrainte d’affaissement: o s 
les etapes de calcul sont les suivantes : 


1- calcul de Pc d’Euler: 


Pc = 


n 2 El 

(a.lo ) 2 


2- calcul de : 



3- calcul de a CO m P ( compression simple ) : a CO m P = ^ 

verifier que a CO m P < o c ( sinon changer la section ou bien diminuer la charge ) 

4- calcul de la contrainte intermediate : oi = y ( o c + 1.3 a e ) 

5- la contrainte d’affaissement: o s = Oi - yloi 2 - cre.cre 


la condition de resistance 



< Os 

~ s 


VI APPLICATIONS : 


EXEMPLE I : 

Verifier un poteau constitue par une poutrelle HEB200, hauteur 8.00m, articule aux deux 
extremites. II est sollicite par un effort pondere de 44 kN. 

Caracteristiques du profile : 
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S = 78.1 cm 2 , I m]n = 2003 cm 4 , E= 2,1.1 MPa , a e = 240 MPa et s = 2.5 

Solution : 

- l’elancement du poteau : X = /f/i m in 

= 8.10 3 / 5.07 = 159.2 


[e - 2,uo 5 

- l’elancement critique : Ac = n..\—=n. J . — - 92,93 

V CTe V 240 


On constate que X>Xc 
On verifie que cr < 


Theorie d’Euler 


Avec la contrainte critique d’Euler : 

**. 2 , 1.10 

a ‘ = ^ = ^5^ =79 - 3MPa 

44.10 3 7Q o 

soit ° = 7 g|Q -5.63<yyy = 15.86 ok 

=> le poteau est stable vis a vis au flambement. 

EXEMPLE 2 : 

Verifier la stabilite du poteau represente ci-apres : 

Donnees : F= 350 kN, H= 6.00m 

b=150 mm, h = 200 mm et e=25 mm 
Xc= 80, ae = 30 Mpa et s=2 ( coef. de securite) 

Solution : 

- l’elancement du poteau : X = /f/i n 
avec' 


Of = 0,707.6,00 = 4,24 m 
_ 200.150 3 150.100 3 

J J-min — 


12 


12 


v. In 


tom _ 43,75.10 6 


A 


15.10 3 


= 43,7510 6 mm 4 


= 54 mm 


4,24.10 5 

=> h= 54 =78,52 

- l’elancement critique : Xc = 80 

On constate que X < Xc —> Theorie de Rankine 


¥ 


tz 

I 


H 
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On verifie que a < , „ p ._ 
1+p.A, 2 


Avec 


R = J- = J- 

1 Ac 2 80 2 

a P = — = ^ = 15 MPa 
s 2 


350.10 3 ic 

soit o= cr . nr . = 23,33>-—-^-=7,64 MPa 

15000 f 78,52^ 

l 80 


le poteau est instable vis a vis au flambement. 


Ben Salah Abdallah 


105 










Cours de resistance des materiaux 



Ben Salah Abdallah 


106 





